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mJJ 1. Sily przekrojowe - naprezenia

M

AGH

N=f o,dA - rozciaganie/sciskanie
A

Fysz Txy dA
- - Scinanie

FZ=J T,, dA
A T = /F§+F§

M, = J (T2 Y —Txyz) dA - skrecanie
A

My=f o,zdA
4 - = zginanie

MZ=—f o,ydA
A




mJJ 2. Sity przekrojowe w belce

M

Moment zginajqcy: My, =M

X Sita poprzeczna: F, =T

y
Jz Pomijamy site podiuzng E, = N.
— q(x) = Zu_ grl]ealli'n;g.wpwwu na prowadzong
T(x) llII T(x + Ax)
Zy = CT - B¢ lj -= 2 Belka pozostaje w rownowadze:

Zi+Zy+Z; =0

Wyciety element II rowniez
pozostaje w rownowadze:

ZZ:O, ZMB:O




M

AGH
o - Ax

q(x + yAX) N

(x) q(x + yAx) - wartosé
Srednia gestosci
obcigzenia g na
odcinku Ax.

G 5 - Ax — odlegtosé
‘ X C j Srodka ciezkosci

obcigzenia g od
M(x) Ay M@+ Ax) punktu B

Warunki réwnowagi:

zzzo(:) —Tx)+T(x+Ax) +q(x +yAx)-Ax =0

ZMB —0e-TW)  -Ax—Mx)+qlx+yAx) -Ax -6 - Ax

+M(x+Ax) =0

dT (x + a - Ax)
Ax
dx
dM(x + B - Ax)
Ax
dx

T(x+Ax) =T(x) +

M(x + Ax) = M(x) +

“]JJ 2. Sily przekrojowe w belce
2.1. Warunki rownowagi

Twierdzenie Lagrange’a o
wartosci sredniej

Jezeli funkcja jest ciggta w przedziale
domknietym (a, b) i r6zniczkowalna
wewnatrz tego przedziatu to istnieje
taki punkt ¢, ze:

fB) - fl@)
L r©
f)=f@+f(&)-(b-a)
AY




“]JJ 2. Sily przekrojowe w belce
2.2. Zaleznosci rozniczkowe

lll

AGH
Uwzgledniajac twierdzenie o wartosci sredniej:
dT (x + a - Ax)
zzzo@—T(x)+T(x)+ T Ax + q(x +yAx) -Ax =0
dM(x+ - A
ZMB =0 -—-T) - -Ax—M(x)+q(x+yAx)- -6 -Ax? + M(x) + b dxﬁ x)Ax =0

Przyjmujac, ze wyciety element jest nieskonczenie Tw. Schwedlera-Zurawskiego
maty Ax - 0:

dT (x)
\1\& \I\K Ax +qx)-Ax=0 = = —q(x)
dx \ \
d*M
~T(x) - Ax _N-I_ g(x) - & - Ax? + DKx) + dM (x) Ay = 0= dM (x) — () dxgx) - q()

dx dx
Whioski: =0

1. W przedziale, w ktorym nie przytozono obcigzenia ciggtego q(x) =0,
sita poprzeczna T(x) jest funkcjg statg, a moment M(x) funkcjq liniowa.
2. W przedziale, w ktorym przytozono obcigzenie rownomiernie roztozone
prostopadte do osi belki q(x) = const, sita poprzeczna T(x)jest funkcjg
liniowg, a moment M(x) funkcjg kwadratowa.
Miejsce zerowe sitly poprzecznej okresla ekstremum momentu.




Belka wolno podparta,

(]

AGH

rOwnomiernie obcigzona.

Uktad,symetryczny Uktad symetryczny .
q: x{ P-I_ & P 1>
TLLLITIVIREIIITItIvItetY X
. 4= /g
ql = =1 gl p 12— /2= |P
2\ z A B 2
l/z ql P #%# P
2. 2
ql : x P % x
2 i 2
T[kN] ! T[kN]
e x + g
M[kNm] ql M[kNm] Pl
8 4
T(x) =%l_ qx W punkcie przytozenia sity skupionej

Belka wolno podparta,
obcigzona sitq skupiona.

!
M(x)=%-x—%q-x2
lZ

Mipax = M(l/Z) = q?

prostopadtej do osi belki nastepuje
skok w wykresie sity poprzecznej o
wartos¢ przytozonego obcigzenia.

2.3. Belki proste: podstawowe przypadKki
obciazenia

Belka wolno podparta,
obciqzona momentem

skupionym.
n

n
L)

=

-

K _____________________ i
Y /2= M
z N

X
& u
l
T[KN] _
M”W@Tﬂﬂnm
X

M[KkNm]

W  punkcie
momentu

przytozenia
skupionego

nastepuje skok w wykresie

momentu (o]

wartosc

przytozonego obcigzenia.




“]JJ 3.Wyznaczanie sit przekrojowych w belkach
3.1. Przykiad

M

AGH

Zadanie 1
Wyznacz funkcje i sporzadz wykresy sit przekrojowych (sity podtuznej N, poprzecznej,
T i momentu M) dla belki przedstawionej ponizej.
L/2=3/4m 41 = 24 kN
M = 8 KNm

q = 16 kN/m ﬂ P=12KkN  p\/5 — 122 kN
45°
e _
7, = 16 kN Vo=20kn [ = 12KN

z) ,=15m l,L,=05m [,=05m

Warunki réwnowagi:
2q1Z — M + P(ly + 21,)

(L + 1)

= 20 kN

YZ=0-V,+qly -V, +P=0=>V,=ql; =V, +P =V,=16KkN
YX=0H,—P=0=H,=P=12kN
Sprawdzenie:

YMg=0=>-16-3+2-16-7+8+20-2—-12-1=0



X

Z

16

M[KNm] 38

2.Wyznaczanie sit przekrojowych w belkach
2.1. Przykiad

n P=12kN p/5 AB: x € (0,1,)
HHHHHHH‘HHHm He = 12 kN dso N(x) =0
A e e .E....( ........ -__ﬁ ................ .2 X T(x) = VA —qgx
_ = ey — 1.2
T, = 16 kN 1 7 Ve =201y |P=12KN MEO=Varx—3q-x
L , =15m - 1,=105m | [, =05m Ty=T(x=0)=16kN Tp=T(x=1)=—-8kN
- X X M,=M(x=0)=0 Mz=M(x=1)=6KkN
- - 12 i‘_ﬁ d}; (x ) B (x 1) ] m
= 0=2T=Va—qx, =0 x0=f=1m
NLkN] 8 8 * M, = M(x,) = 8 kNm
> BC: x€(l,l +1)
+ #‘# 12 N(x) =0
12 T(x) =P —V,, Ty=T,=—8kN
TTkN] 0 M(x) = —=P(ly + 21, — x) + Ve (ly + I, — x)
7 HWWWM Mg = —2kNm, M; = —6kNm
—>
M = 8 kNm X CD: xE(l1+l2,l1+2l2>
+ 6 N(x) = —P = —12kN

T(x)=P, TC:TD = 12 kN
M(x) = _P(ll +2l2 _x),MC = —6 kNm, MD =0




uwu 4. Zginanie poprzeczne, a zginanie

proste
AGH
X A
P . ]
g B g v Az
oD . C oB lA\\h$££%z
0
X !
ii} — & ) _ y
L4 21 L
P P T Sy hfa+2b
0EAT3 b
x P m a+
P — Zginanie poprzeczne
Iy Pl M Obcigzenie stanowig sity
1 dziatajace réwnolegle do osi
+ + + symetrii przekroju

N ] ] ] ] _ _ poprzecznego. Dodatkowo w

Zginanie Zginanie proste Zginanie ptaszczyznie tworzonej przez

poprzeczne poprzeczne oS symetrii i 0S preta mogg byc¢
AB: x €(0,1) BC: x € (1,31) przytozone momenty skupione.
T(x) =P T(x) =0 ?)gb::?a?zglneiep;?asnt:wiq wytgcznie
M(x) =P - x Mx)=P-x—P-(x—1) =Pl y

M(0) =0, M(l) = Pl momenty.
~ ©K Nalepka, Wytrzymalo$¢ Materiatow: Zginanie 9



Prosty pret pryzmatyczny o
dowolnym przekroju
poprzecznym i zadanych
wiezach (odbierajacych

Konfiguracja poczatkowa wszystkie stopnie swobody)
, obcigzono na koncach
M wiokno gorne M  momentami M, ktérych wektory
T \:____ T = sg rownolegte do jednej z osi
A peRiet "’r‘;\ gtéwnych centralnych przekroju
""" e e e e el

< y  Ppoprzecznego.

wtokno dolne = pret jest niewazki,

= osiey, z stanowig osie
gtdwne centralne przekroju
poprzecznego.

Konfiguracja koncowa

e o e o e s o
o o s ——,
e

e oo Przekroje poprzeczne preta

- P — pozostajg ptaskie i prostopadte
do ugietej osi preta po
przytozeniu obcigzenia

tna
skrocone wtdkno dolne p(x)



“]JJ 5. Zginanie proste
5.1 Odksztatcenia i naprezenia

AGH
Z A\ Z N
’ o | R,
A Y
<L>
H' G’ o _G'H'—GH
____________________________ z Odksztatcenie liniowe: &(x,y,z) = lim —-
= -
e (x.y,7) = lim Ap - (p(x) +z) — Ap - p(x)
\L p(x)J T ap% Ag - p(x)

o Dt
gx(x,y,z)—Aggow €]

VA
Prawo Hooke’a: 0x = E-é&x= El_?

Réwnowaznosc¢ uktadu sit przekrojowych i naprezen \/

, z E E
N=0 :>U adi:0czyI|U E-—dAz—U zdA =—S, =0
A A P P JJa P

Sy Moment statyczny wzgledem osi gtdéwnej centralnej S, =0




MJJ 5. Zginanie proste
5.2. Stan odksztatcen i naprezen

Réwnowaznosc¢ ukfadu sit przekrojowych i
naprezen:

M, =M :>U 0, zdA =M
A

Zgodnie z zaleznoscig o, = E -% otrzymujemy:

z? E E
[ &Zan =E san =Eq=
A P PJJa P

Oy zM
I, - gtdwny centralny moment bezwtadnosci. ]
_ 1 M
Ostatecznie krzywizna warstwy obojetnej: — = <
p E-I X
. . M O.hmin
Naprezenie normalne: 0x(%,y,2) = 7z M(x) =X X -
y
L M M
Odksztatcenia liniowe: &(x,y,2) = E_Iyz R =~ Zmay FOZCiqganie
—vM y
= = — = » ) — ) ) — i M 7z .= =
Ey =&, = —VE, 8y(x y Z) gz(x y Z) Ely Z O-;Cnln — I_Zmin SC'Skanle

y




MJJ 5. Zginanie proste
5.3. Warunek bezpieczenstwa

M

AGH

Materiaty kruche o _
Rozktad naprezen w przekroju

M : M
oMmoxX = —z <Kk, |o.;cnm| = —| Zinl <k, prostokatnym
I}’ Iy
Materiatly sprezysto plastyczne

M
—max|z| <k, =k, =k
I

I ojetna
M M . y
<k = — < k., 9gdzie Wy =
I, g w g max|z|
max|z|

W, - Wskaznik wytrzymatosci przekroju przy zginaniu

k, - Dopuszczalne naprezenie przy zginaniu

Os obojetna

= Przy zginaniu prostym pokrywa sie z wektorem momentu.

= Dzieli bryte naprezen na rozciggajace i sciskajace.

= W punktach najdalej od niej potozonych wystepujg najwieksze (dodatnie lub
ujemne) naprezenia.




mJJ 5.4.Wskaznik wytrzymatosci przekroju
przy zginaniu

M

AGH

przekréj kolowy przekroj prostokatny
nR* nD* Az BH3

4 64 1 Y12
Iy W. = Iy _ Iy
zmax " D/2 H S Y Zmax  H/2
7'1,'D3 BHZ
v Wy =——
"‘ i B -
przekroj pierscieniowy .
nd* ’ 4 BH3 bh3

64 ! b= "1z
I
Kd _ m(D*—d*) H | h > Wy =5
64 y
J v U BH3 — bh3
‘ n(D4 d*) 2 Wo =—q

- .
- -

B
Wskazniki wytrzymatosci przekroju nie sq addytywne




AG
g =16kN/m M=o P=12kNp7
ﬂHHH#HHvHHHﬁ He = 12kN 4s°
A P\ mmmm o .E....( ............ C-------- .2 X
"V, = 16 kN | Ve =20y | P = 12KN
AN ,=15m l,=05m | l,=05m
12 é
N[KN] 8 8 x
+ #—# .
16 12 12
6
T[kN]
: I Hﬂﬂmm
—>
X
-+
6
M[KNm] )

5.5 Projektowanie elementow
poddanych zginaniu: przyktad

4 Dane:
ky =120 MPa

Myax = 8 KNm

8 Rm

120 - 103 %

=W, 2

W, = 66.7 cm3

Dwuteownik normalny
[140: W, = 81.9 cm®

W. Bogucki, M. Zyburtowicz, Tablice do
projektowania konstrukcji metalowych,
Arkady, Warszawa 1996



