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Jezeli na punkt materialny dziala uklad sit Py, ..., P, to

M= t]'l_’ldt+...+ t]'I_’,,dt = t]‘(l?l+---+ P)dt = t](W—“L“_/R)dt lub

m=)T,
i=1



Ped punktu materialnego (,,ilo§¢ ruchu”) jest to wektor mv

o - md17 _d(mv)
ma =P dt dt

stad }_)df = d(m\7)

vjd (mv) =t].l_) dt lub mvjd? =m(v, —v,) = t]-th

Jest to tzw. zasada pedu i popedu dla punktu materialnego:

Przyrost geometryczny (wektorowy) pedu w pewnym odstgpie czasu rowny
jest popedowi sit dziatajacych w tym odstgpie czasu.
Jezeli P=0 to my, = mv,  tzn. ped punktu materialnego jest staty.

Zasada zachowania pedu.
Jezeli uktad sil dziatajacych na punkt materialny pozostaje w rdGwnowadze, to

ped punktu jest staty.



Przykiad

Cialo o cigzarze G zsuwa si¢ po chropowatej rowni pochyltej nachylonej pod
katem o do poziomu. Wspéiczynnik tarcia wynosi (L. W chwili poczatkowe;j
predko$¢ ciala wynosi V. Po jakim czasie predko$é ciala bedzie 2 razy

wicksza?

I'=Nu=uGceosa
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Poniewaz Px = const. wiegc IPX dt =Pt=(Gsina—T)t =G(sinax — [cosa)t
0

v

- G(sina — L cosa)t

stad  2mv—my=G(sina — U cosa)t



Kret

Niech punkt materialny M o masie m porusza si¢ po krzywej ptaskiej (w

ptaszczyznie IT). 7,P,V - w plaszczyznie I1

O V - predkos¢ punktu M wzgledem bieguna O

Kretem punktu M wzgledem bieguna O nazywamy wektor

K,=rxmv, K LTI

l[?‘:K=mv-rsin(F,17):mv-h



Kret 7,P,V - w plaszczyznie I1

Zat6zmy, ze ruch punktu materialnego odbywa si¢ pod dziataniem sity P (w

plaszczyznie IT). Moment tej sity wzgledem bieguna O wynosi M o =TXP

dK, _ dr XMy + 7 Xm E UWAGA! V jest predkoscig punktu
dt dt dt wzgledem bieguna O.
aT_5 Y_g dEO—VXm17+F><mE
ale dr T stad

dt



Kret
Kat mi¢dzy wektorem v 1 mv=0 gsad vxmv=0

| - dK, __
W takim razie _dt

Jezeli na punkt M dziata suma sit czynnych 1 reakcji to

ik, & —
czyli At = Z_I:M i0 | Pochodna wzgledem czasu kretu punktu

materialnego obliczonego wzgledem bieguna
O réwna jest sumie geometrycznej momentow sit
dziatajacych na ten punkt liczonych wzgledem tego

bieguna.
Jest to zasada kretu dla punktu materialnego.




Kret

dl?o_o _

Jezeli At o K, =const. . jezeli suma geometryczna momentow

sit dziatajacych na punkt materialny liczonych wzgl¢gdem bieguna O jest rOwna

zero, to kret tego punktu materialnego jest staly.

Kret ukladu punktéw materialnyvch wzgledem bieguna O rowny jest sumie

geometrycznej krgtow wszystkich punktow materialnych wzgledem tego

bieguna tzn.



DYNAMIKA CIALA SZTYWNEGO

Rownanie dynamiczne ciala sztywnego w ruchu postepowym

Z twierdzenia o ruchu srodka masy mamy: Z ma; =M -ag

ale d; = cConst.=a  wiec aizmi =M -a; , stad ag =a

Réwnanie ruchu srodka masy ma wiec postaé: M -a = z P, 1ub

Mi=) P,
Mj=>) P,

ZPz - suma sit czynnych 1 reakcji
Mi=3) P,



DYNAMIKA CIALA SZTYWNEGO

Ustalimy teraz jaki uktad sit zewnetrznych spowoduje ruch postepowy.

Zastosujemy twierdzenie o pochodnej kretu przyjmujac biegun w srodku masy

dK, & —
=S M.
dt IZI iS

Poniewaz wszystkie punkty ciala majq takg sama predkos¢, jak srodek masy, to

predkosci tych punktéw wzgledem srodka masy sa réwne zero, wiec Kg =0

n
a wigc i Z M = 0, Jest to warunek konieczny, by ciato poruszato si¢
i=1

ruchem postepowym.



Przykiad

Punkt materialny M o masie m porusza si¢ pod dziataniem sity P , ktérej prosta
dziatania stale przechodzi przez nieruchomy punkt O. Znalez¢ pr¢dkos¢ punktu w

potozeniu M,, jezeli w polozeniu M; jego predkos¢ wynosi vi=4m/s, przy czym

oM, 3 S |
OM B 5 akattjaki tworzy v2 Z P WYIIOSi 0=60° zas Vl 7 P 9()°.
2




Rozwigzanie

O

M =rxP =0 bo w kazdym potozeniu PH r

dK — — —
=0 — K, =const. K, =K;5
dt
e — == n_3 . B : s
RAXmy, =1, Xmy, =5 - 1 v, -sin90" =r, -v, -sin 60

r

m
r1~4=§~r1~v2°0,866 5 v, =6,93—
s



Roéwnanie dynamiczne ciala sztywnego w ruchu obrotowym

dK
Poniewaz —dt_z = ZM iz , tO

dow dK
] g L = M :
© dt dt Z a

Czyli ng = ZMiz

Przyspieszenie katowe €#0 tylko wtedy gdy ZM iz T 0



PRZYKLAD 1
Wyznaczy¢ przyspieszenie kota pasowego o promieniu 7 , cigzarze Q i promieniu
bezwladnosci wzglgdem osi obrotu i. Na koto dziatajg naciagi cz¢sci pedzacej i

pedzonej pasa S, i S, .

Jz -€=ZMiz
J =m-i’ =2i2
8




PRZYKLAD 2
Dla uktadu przedstawionego na rysunku obliczy¢ przyspieszenie katowe krazka,

jezeli G;=500N, G,=4000N, J=1000Nm’ R=0.2m, r=0.1m, u=0.4.
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Ruch postgpowy ciezaru G,
G,
S, —-B,-T =0, T = uN = uG Blz?al, stad

G,
réwnanie ruchu: S, = ; a, + UG, (1)




Ruch obrotowy krazka

Jz.gzzMiza ZMiZZSZR_Slr, Sth

| J e=S8,R-5§r (2)|




Je=S,R-S8Sr z
| 7= 2 LA )I 5,2A
Ruch postgpowy ci¢zaru G, A E
G 2
Gz_Bz_Szzo, Bzz_j'az, stad
G,
stad 5, =6, ——a, (3) =
8 — o,
G,

Ponadto 4, =Tr€& (a)
a, =Re ()

Po podstawieniu (1) 1 (3) do (2) 1 uwzglednieniu (a) 1 (b):

R.._
£ = Gé “Gg =67 (s2)
J +—2r*+—LR’
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