SILA BEZWLADNOSCI - ZASADA d’ALEMBERTA
Rownanie dynamiczne ruchu punktu 7 ukladu » punktow materialnych mg (i=1...n)
mia;= P+ S, (1)

P; — wypadkowa sil zewnetrznych (¢zynnvch 1 reakcji) dzialajacych na punkt 7,
S; — sila wewngtrzna (pochodzaca od innych punktow ukladu)

Df. Sila bezwladnosci (sila d’ Alemberta) - fikcyjna sila By = —m; a;
Roéwnanie (1) mozna wtedy zapisa¢ jako

B+ P+ S=0 2)

Po zsumowaniu rownan (2) dla wszystkich n punktow ukladu (28i=0, patrz poprzedni wyklad):

Y B+ XP,=0 3)
lub . .

B.+YP =0 (3a)
gdzie ES = ZE = > mya; = —Ma



SILA BEZWLADNOSCI - ZASADA d’ALEMBERTA —c.d.

Po obustronnym pomnozeniu rownania ruchu punktu my (2) przez poprowadzony z obranego

bieguna wektor—promien7; tego punktu 1 zsumowaniu wszystkich rownan:

Y(rx B) + X< P) + 2(ri< S =10
Poniewaz momenty od sil wewngtrznych znosza si¢ wzajemnie, tj. 2(rx< S;) =0:
2(Fix By) + (7 171)=0 C))

Uklad rownan wektorowych (3) 1 (4) przypomina wektorowa posta¢ warunkow rownowagi statyki

dla dowolnego ukladu sil F;:

Rownanie (3): 2 F; =0
Rownanie (4): XM, =0

Zasada d’Alemberta: Jezeli do sil zewngtrznych (czynnych 1 reakcyi) dzialajgeyveh na

uklad punktow materialnych bedacych w ruchu dodamy odpowiednie fikcyine sily

bezwladnosci, to uklad sil czynnych, reakeji 1 bezwladnosci pozostaje w rownowadze.




Przvklad 1:

Winda o cigzarze G=7350 N zawieszona na linie porusza sig¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym
tak, ze w pierwszych S s przebywa 25 m. Znalez¢ sil¢ naciagu liny przy ruchu windy (a) w gore,
(b) w dol 1 (¢) przy ruchu jednostajnym windy.

(a) ruch jednostajnie przyspieszony w gore

G+R+B=0
R-G-B=0
a=2h/f=
B=ma=(Glg)-a=(7350/9.8):2 = 1500 N

25/ 5=2 m/s’

3

G
B

Naciag liny przy ruchu przyspieszonym w gore wynosi: R= G+ B= 7350+ 1500 = 8850 N



Przvkiad 1: c.d.

Winda o cigzarze G=7350 N zawieszona na linie porusza si¢ ruchem jednostajnie przyspieszonym
tak, ze w pierwszych S s przebywa 25 m. Znalez¢ silg naciagu liny przy ruchu windy (a) w gore,
(b) w dol 1 (c) przy ruchu jednostajnym windy.

(b) ruch jednostajnie przyspieszony w dol:
G+R+B=0

R-G+B=0

a=2h/=225/5=2 m/s’

B=ma = (G/g)-a=(7350/9.8)2 =1500 N

Naciag liny przy ruchu przyspieszonym w dol wynosi: R= G- B =7350- 1500 = 5850 N
(c) ruch jednostajny (w gore lub w dol):

a=0=>B=0
R=G=7350 N




MOMENTY BEZWLADNOSCI CIALA SZTYWNEGO

Df. Moment bezwladnosci ukladu punktow materialnych o masie m; (i=1, ...n) wzglgdem osi [
Ji=2m; ri’
gdzie r; — odleglos¢ punktu i od proste;

Moment bezwladnosci ciala sztywnego wzgledem osi [

1= [ [ in

gdzie p— odleglos¢ nieskonczenie malego elementu bryly o masie dm od proste; /
V' — objetosc bryly
J =0,

Wymiar J: jedn. masy - (jedn. dlugosci)*> (np. kg:m? — jednostka podstawowa ukladu SI)

Df. promien bezwladnosci bryly wzgledem prostej /

M - gdzie M — masa calej bryly: M=Xm;



Przvklad 2:

Obliczy¢ moment bezwladnosci J oraz promien bezwladnosci  walca o promieniu 7 1 masie M
wzgledem jego osi L.

dm=y-dl"'=y-h-2rmp-dp

v - masa wlasciwa -

r y '3
LJT; = I[_)l:y . f? . 2;"?[_) . d[_) = 2;{:,7?? . IT — :u— )
0

2

=
h




Df. Moment zamachowy

Srednica bezwladnosci1 D=2i

MD*  GD*

4g
Stad moment zamachowy GD?> = 4g J,

J, =Mi* =

Df. Masa zredukowana bryly na dang odleglos¢ r od prostej [ nazywamy taka mas¢ M, skupiona

w punkcie o odleglosci r od prostej I, ktore; moment bezwladnos$ci wzgledem prostej  jest

rowny momentowi bezwladnosci bryly wzglgdem tej proste;.

h=M,r» = | M,=J/

Przyklad:

M, walca pelnego o masie M zredukowana do promienia walca wynosi
M, = (Mr*/2)/r*= M/2

Wykorzystanie: skupienie masy na obwodzie a nie w tarczy kola zamachowego



Twierdzenie Steinera

Zalozenie: o$ z przechodzi przez srodek masy § ukladu punktéw materialnych (p.m.)

I —prosta||z
r; —odleglos¢ p.m. m; od z
pi — odleglo$¢ p.m. m; 0d [

r2=xl + X
ﬂz = xi?‘ + (]/’i _d)2= F'iz + (P—2y.d
Jz = Js = Z""l riz

Ji=2m; p? =21+ d* Xm; —2d Ym; yy

Ale 2m; y= My,= 0 poniewaz y,= 0 oraz 2 m=M, stad



PRACA, MOC, SPRAWNOSC, ENERGIA

Praca

DAf. Praca sily P stalej co do wartosci 1 kierunku na prostoliniowym przesunigciu s jest tloczynem

skalarnym wektora sily 1 wektora przesunigcia punktu jej przylozenia

L= Ps= Ps-cos (F’,;)

o=( —" L=Ps
a=90° — L=0
oa=180° o L=—P-s




Praca c.d.

1. Punkt przylozenia zmiennej co do wartosci 1 kierunku sily P przemieszcza si¢ po
krzywoliniowym torze od A do B.

Elementarna praca stalej sily na nieskonczenie malym przemieszezeniu ds
8L= P-ds-cos(P, 7) = P; -ds 5V
&5 _»

o)

L=Y 5L:TPT -ds:fPr V- dt
A A

i=1

Alternatywnie A
ds=d7, dF(dx, dy, dz) 0,

8L= P-dF = Pydx + Pdy + P,dz

L=((Pdx + Pdy + Pdz)

Il
b Cm— by

(calka krzywoliniowa!)
lub

L:T(erpngz')dr

I



Praca c.d.
Przyklad: Praca sily cigzkoscel dzialajace) na punkt M na przemieszezeniu AB.
G (0, 0, -G)
8L= Pdx + Pydy + P,d; = -Gdz

¥
L=|-Gdz=-G(z,-z)=GH

1
21~ %2 = L>0

1< 32 = L<0




Praca c.d.

2. Praca sil w ruchu ciala sztywnego pod wplywem sil Py... P,

(a) ruch postepowy

dry=dr

SL,= P- dr — praca sily P;

SL=Y5L =Y P dr=dr = P,

>, I_’i =W — wektor glowny

SL=W-dr
t

L= jW d—: dt = jW-a-dr - f(Wxx'JrWyy + V.2 )dt

h

L= -dF = ]{(Wtdx IV, dy +7.dz )
7




Praca c.d.
2. Praca sil w ruchu ciala sztywnego pod wplywem sit Py... P,

(b) ruch obrotowy

Punkt przylozenia sily P; opisuje okrag o promieniu R; w plaszczyznie Oxy
M;,= Py-R;

dsi=Ride

P, (Px, Py Py)

Elementarna praca sily P; na przemieszczeniu dsj

OLi= Py -dsi=P; Ridp= M, dg

Elementarna praca wszystkich sit P;... P, na przemieszczeniu ds;
OL =28L;=dop2X M,

2. M= M, (suma momentow wszystkich sil wzgledem osi obrotu)

SL=M, dg

7

Jezel1 przy obrocie ciala wartos¢ kata obrotu zmiemia si¢ od ¢y do ¢, to:




MOC SILY, SPRAWNOSC

Df. Moc sily — zmiana pracy sily odniesiona do jednostki czasu

Whiosek: Moc = iloczynowi skalarnemu wektora sily 1 wektora predkoscit punktu jej przylozenia.

Jezeli P || ¥to N= Py

vy 9o\
Ruch obrotowy ze stalym momentem M, N=M.—=M -

T dt

L=L,+L,
L,— praca uzyteczna
L,— praca oporow

Sprawnosé: \n = Ly/L = N,/N. n<l




ENERGIA KINETYCZNA

(a) Energia kinetyczna punktu

. D D_\N'D
mx=F. my —f_T; mz=2F .. P = E I
‘AO; O-OO! [N _ _) o(. _) o! _) -

m(m, + v+ zz) =Px+Py+Fz (a)

=X"+y +Z°

d(v?)

= 254 P+ 22) (b)

dt |
(5 + .".;"‘Z'f)_i(Pi‘+P °»'+PZ')_ v’
(ﬂ) — 77 Jj /T xv 1‘.} - d st

m '
=

1 d(v?)

.-.:,-.,: + Lt + _,’;:‘_: i
(b) — (“ M ) " g B At

]ZPYJ;:-I-PTJ}—I—P:Z'




Energia kinetyczna punktu c.d.

I Y
my*
ﬂ

-

ﬁ-ﬁPw+P1+P~Hf
ar

4 b

dlar=¢t >r=vy dla =t > =

l 2 l 2

—mv, ——mv, =L

' 2

Energia kinetyczna: L
nergia kinetyczna: E==—myvy

Zasada rownowarto$ci energii kinetycznej 1 pracy: | E,-E,=L |

Przyrost energii kinetyczne; w pewnym odstgpie czasu rowny jest pracy sil zewngtrznych
(czynnych 1 reakceji) dzialajacych w tym czasie.

Whioski: gdy L=0to E,—E; =0 = v,=v,=const co do wartosci (ruch jednostajny)

Np. gdy P=const 1 P1 toru (d5, V) w czasie jednostajnego ruchu po okrggu.



(b) Energia kinetyczna ciala sztywnego

Ruch postepowy

1_9i f—t 1!‘

Ruch obrotowy

_l 2_1 2 221 2 2
E—ZZmivi —22”’%”5 w; 2.{2) Zmir;: ,

Poniewaz moment bezwladnosci wzgledem osi obrotu:

Ostatecznie:




Przykiad
Ciczar Q zawieszony na linie przerzuconej przez krazek zaczyna sic poruszaé po réwni pochylej o

kacie nachylenia a. Obliczy¢ predkos¢ ciezaru O po przebyciu drogi s, jezeli wiadomo, ze
wspolczynnik tarcia migdzy réwnia a cigzarem wynosi , promien krazka r, a jego moment
bezwladnosci wzgledem osi obrotu J. Tarcie w lozyskach krazka pominag.

Ez-E1=L
E =0 52:2V2+1Jw2 ="
2g ’ 7
2
EZ =2v2+lj E
2g 2 \r

L=(Qsina-T)s, T =uN=puQcosa

Stad: L = (Q sin & — p(J cos a)s

Z, zasady rownowartosci energii kinetycznej 1 pracy: E,- E;=L

2
E, =2v2 +1J[V] =(Qsina— uQ cosar )s
2g 2 \r

20s(sma — pcosar)
0,7
| A

Y =




