AKADEMIA GORNICZO-HUTNICZA
A G H IM. STANISEAWA STASZICA W KRAKOWIE

Mechanika

Wyktad Nr 1
Statyka

literatura, pojecia podstawowe, wielkosci fizyczne, dziatania na wektorach,
klasyfikacja obcigzen, modele ciat rzeczywistych, stopnie swobody, wiezy i reakcje,
aksjomaty statyki, srodkowy uktad sit - redukcja i warunek rownowagi, twierdzenie
o trzech sitach

Wydziat Inzynierii Mechanicznej i Robotyki
Katedra Wytrzymatosci, Zmeczenia Materiatéw i Konstrukcji



!@]ﬁ 1.1 Polecana literatura:

1. Engel Z., Giergiel J.: Mechanika ogdlna. Skrypt AGH

N

Giergiel J.,Gtuch L., topata A.: Zbidor zadan z mechaniki — metodyka
rozwigzan.

Misiak J.: Statyka.
Misiak J.: Kinematyka i Dynamika

Mieszczerski |.W.: Zbior zadan z mechaniki.

o N W

Romicki R.: Rozwigzania zadan z mechaniki Zbioru I. W. Mieszczerskiego.




Mechanika: nauka (dziat fizyki) zajmujgca sie badaniem ruchu mechanicznego ciat,
tj. przemieszczeniami jednych ciat wzgledem drugich oraz wzajemnymi
przemieszczeniami pewnych czgstek danego ciata, w zakresie przyczyn
ich powstania oraz zjawisk im towarzyszgcych.

4 N
Mechanika
klasyczna
\\ J
|
|
4 N
Mechanika Mechanika
ciata statego cieczy i gazow
\\ J
|
4 N\
Mechanika Mechanika ciata odksztatcalnego
ciata (wytrzymalos¢ materiatéow, teoria
sztywnego sprezystosci, teoria plastycznosci)
\, J




Mechanika
ciata
sztywnego

\ J

Statyka dziat mechaniki zajmujacy sie badaniem rownowagi ciat
materialnych.

Kinematyka | dziat mechaniki zajmujqcy sie badaniem ruchu mechanicznego ciat
bez uwzglednienia ich cech fizycznych i dziatajacych na nie sit..

Dynamika dziat mechaniki zajmujgcy sie ruchem ciat materialnych pod
dziataniem sit (okresla zwigzki miedzy sitami a ruchem jako ich

skutkiem.




“m 1.2. Wielkosci stosowane w mechanice:
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a) skalary wielkosci okreslone wartoscig liczbowg i jednostkg
mianowang (masa, czas, dtugos¢, pole).

b) wektory wielkosci do okreslenia ktorych niezbedne jest

podanie oprécz wartosci (modutu) takze kierunku
(prostej dziatania) oraz zwrotu wzdtuz tego
kierunku

Wektor mozna zdefiniowa¢ poprzez podanie trzech liczb
algebraicznych przedstawiajacych jego trzy rzuty prostokatne P,, P, P,
(sktadowe wektora) na osie uktadu wspodtrzednych.

P=P,+P,+P,
P = (Px;Py;Pz) wéwczas: - \/

P

P¢ + Py + P?




mmﬂ 1.2. Wielkosci stosowane w mechanice:
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Wersory - wektory jednostkowe: i, j, k

W=W-i+W,-j+W, -k
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MJ 1.2.1. Dziesietne krotnosci jednostek

Mnoznik Przedrostek Skrot Przykiady
1018 eksa - E
1015 peta - P
1012 tera - T
10° giga - G GPa
106 mega - M MN, MPa
103 kilo - k kg, kW
102 hekto - h hPa, hl
101 deka - da dag,

i -— N, m, g, Pa, W

101 decy - d dm
102 centy - C cm
103 mili - m mm, mg
10-6 mikro - 7 um
10-° nano - n nA
10-12 piko - p
10-15 femto - f
10-18 atto - a




Mmﬂ 1.2.2. Podstawowe dziatania na wektorach
AGH

a) Dodawanie wektorow:

(V%

W =Py +Py+-+P,

n
WZZﬁl

i=1

jezeli:
51:(P1x:P1y»P1z) Wz(WSchWz) W=Wx+Wy+WZ
ﬁ2=(P2x!P2er22) Wx:2n Piy

. W = \/sz + W2 + W
P = (Pux Pays Prz) Wy =P




ll“]m 1.2.2. Podstawowe dziatania na wektorach
AGH

a) Dodawanie wektorow:

Wzor Carnota (twierdzenie cosinuséw)

W=P,+P,

—~/

>\ (T — o) W = \/Pf + P2 — 2P, P,cos(m — a)
U

W= \/P% + P2 + 2P,P,cosa




lllmJJ 1.2.2. Podstawowe dziatania na wektorach
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b) Odejmowanie wektorow:

Odejmowanie wektora P od wektora W odpowiada dodaniu do wektora W
wektora przeciwnego do P .

R

|

=W—-P=W + (—P)
W _

jezeli: wowczas:
W = (W, W, w,) R=W —P = (R, Ry,R,), gdzie:
P = (R.R,P) R =W, — P,

R, =W, — P,

R, =W, - F,




ll“]m 1.2.2. Podstawowe dziatania na wektorach
AGH

c) Mnozenie wektorow przez liczbe (skalar):

Wynikiem iloczynu wektora P przez skalar n jest wektor W o kierunku zgodnym
z wektorem P i module n razy wiekszym od modutu wektora P .

Zwrot wektora W jest zgodny z wektorem P gdy n>0, lub przeciwny gdy n<0.

, P = |AB| |
¢ w=lac| | W_ld_
P~ |AB|
W =n-P

jezeli: wowczas:
P=(pP,P,P,) W =nP = (W, W,,W,), gdzie:

Wy=n-F

W, =n-Pp

W,=n-F,




ll“]m 1.2.2. Podstawowe dziatania na wektorach
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d) Iloczyn skalarny dwaoch wektorow:

Wynikiem iloczynu skalarnego wektora P i wektora S jest skalar réwny
iloczynowi modutdw wektordw P i S oraz cosinusa kata zawartego miedzy nimi.

P — —
W=P-S=P-S5-cos(a)
o Np.
> . : L : :
S Praca jest iloczynem skalarnym sity i przemieszczenia.

Q|
(o)
S|
Il
S|
o
Q

Iloczyn skalarny jest przemienny, tj.:




M“UJ 1.2.2. Podstawowe dziatania na wektorach
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e) Iloczyn wektorowy dwoch wektorow:

Wynikiem iloczynu wektorowego wektora a przez wektor b (a x b) jest wektor ¢
prostopadty do plaszczyzny wektoré6w @ i b oraz module réwnym polu
réwnolegtoboku zbudowanego na wektorach @ i b (modut wektora ¢ jest rowny
iloczynowi modutdw wektordw @ i b i sinusa kata zawartego miedzy nimi).

Zwrot wektora ¢ okresla sie zgodnie z regutg prawej dtoni, stosownie do
zatozenia o prawoskretnosci kartezjanskiego uktadu wspotrzednych.

A —

C c=aXxXbhb

c=a-'b-sin(a
y (a)

c=a- b-sin(a)

Moment sity wzgledem bieguna jest iloczynem
wektorowym promienia wodzgcego przez wektor sity.

Mnozenie wektorowe nie jest przemienne: axb= —(E X a)




MUJ 1.2.2. Podstawowe dziatania na wektorach
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e) Iloczyn wektorowy dwoch wektorow:
A c=axbh
C

(/:=a-b-sm(a) c=a-b-sin(a)
/_ ~ jezeli:
a = (ay ay, a;) a=ay-ita,-jta,k
o7 Ez(bx;by;bz) E:be‘l‘by]"‘bZE
wowczas:
gk ] _ _
c=axb=|a, a, a;|= (aybz — azby)i + (a,b, — a,b,)j + (axby - aybx)k
by by, b, —

= cx-f+cy-f+cz-k
gdzie: ¢, = (aybz — azby); cy = (azby —ayb,); ¢, = (axby — aybx)

¢ =(cxcycp)



@M 1.3. Klasyfikacja obciazen

Sita, moment sity - wynik wzajemnego oddziatywania ciat na siebie.

Rodzaje sit - ze wzgledu na pochodzenie

a) sitly zewnetrzne - przylozone do danego ciata, wywierane przez inne
ciato,

> czynne - mogqace wywotac ruch, niezalezne od warunkow w jakich
znajduje sie dane cialo,
> bierne - stanowia wynik oddziatywania wiezow (sity reakcji),

b) sitly wewnetrzne - sity wzajemnego oddziatywania pomiedzy punktami
materialnymi rozpatrywanego uktadu,




@M 1.3. Klasyfikacja obciazen

Rodzaje obciazen - ze wzgledu na sposob przytozenia:

a) objetosciowe (masowe) - dzialajace na kazda czastke ciata (np. sily
ciezkosci),

. | v (N/m3)
'ﬂﬂi’ sity masowe zwykle zastepowane sg
— dziataniem sity skupionej przylozonej w
Srodku ciezkosci bryty

G (N)
b) powierzchniowe - dziatajace na powierzchnie ciata,
p (N/m?)

ye B
1 (N /m?)
O MMM
YNNY;

p (N/m?)

i
USCLRE

S

ks




@M 1.3. Klasyfikacja obciazen

Rodzaje obciazen - ze wzgledu na sposob przytozenia:

c) obciazenia liniowe - przylozone w sposéb ciqgty na pewnej dtugosci,

% LA Zazwyczaj za pomocg obcigzenia
U liniowego odwzorowuje sie dziatanie
q (N/m) obcigzenia powierzchniowego w
% przypadku modeli ptaskich

d) obciazenie skupione - sita lub moment sily przylozone w punkcie,

M (Nm)

Dane obcigzenie uzna¢ mozna za skupione, jezeli powierzchnia jego oddziatywania
jest znacznie mniejsza od wymiarow elementu.




@M 1.3. Klasyfikacja obciazen

Rodzaje obciazen - ze wzgledu na zmiany w czasie:

a) statyczne - narastajace w sposéb
powolny od zera do pewnej wartosci

b) dynamiczne - przytozone w sposob
nagtly, dziatajace impulsowo

c) okresowo-zmienne - zmieniajace
wielokrotnie wartos¢ w czasie

@
f%

N—

.

F
F

F

A
y

a




l“m 1.4. Wyidealizowane modele ciat rzeczywistych:
AGH

punkt materialny punkt geometryczny ktoéremu przepisano
pewng mase.

ukiad punktow materialnych (ciato sztywne, bryta) - zbidér punktow
materialnych o niezmiennych wzajemnych
odlegtosciach

ciato swobodne ciato mogace dowolnie przemieszczac sie w
przestrzeni.
ciato nieswobodne ciato ktérego ruch w  przestrzeni

ograniczony jest okreslonymi wiezami.



AGH

Stopien swobody - minimalna liczba niezaleznych wspétrzednych niezbedna
do jednoznacznego opisu potozenia ciata w przestrzeni.

Bryta sztywna, nieograniczona zadnymi wezami,
posiada w przestrzeni 6 stopni swobody, zwigzanych z
mozliwoscig jej przesuniecia (3 stopnie swobody) i
obrotu (3 kolejne stopnie swobody) wokdt osi uktadu
wspotrzednych.

—~




@! 1.5. Stopief swobody

Stopien swobody - minimalna liczba niezaleznych wspoétrzednych niezbedna
do jednoznacznego opisu potozenia ciata w przestrzeni.

Ciato materialne (np. czton mechanizmu) w ruchowym potgczeniu z innym ciatem
tworzy pare kinematyczng tracac przy tym pewng liczbe stopni swobody,
okreslong przez tzw. klase pary kinematycznej, tj. liczcbe wiezow wystepujgcych
pomiedzy potaczonymi cztonami.

o, Ogolnie, jezeli dwa cztony o odpowiednio n, i n, stopniach swobody
_\é:é,‘ potgczone sq w pare kinematyczng o klasie w, to uktad taki ma
*Sifg’ (ny + n, — w) stopni swobody.

~ Przyktadowo:

Ludzki szkielet posiada ok. 240 stopni swobody.

| 8
1

Kazda z konczyn - gérna jak i dolna - majg po okoto 30.



@M 1.6. Wiezy oraz sily reakcji

Wiezy - elementy ograniczajace liczbe stopni swobody.
Charakterystyczne rodzaje wiezow i zwiazane z nimi sily reakcji.

a) podpora przegubowa =

przesuwna

reakcja prostopadta do
ptaszczyzny przesuwu

b) podpora przegubowa stata
sita reakcji o dowolnym kierunku
(dwie sktadowe reakcji)

c) utwierdzenie (wspornik)
sita reakcji o dowolnym kierunku

(dwie sktadowe reakcji) oraz
moment utwierdzenia




@! 1.6. Wiezy oraz sily reakcji

Wiezy - elementy ograniczajace liczbe stopni swobody.
Charakterystyczne rodzaje wiezow i zwiazane z nimi sily reakcji.

d) gtadka powierzchnia
oporowa

reakcja prostopadta do gtadkiej
powierzchni

e) przegub kulisty

sita reakcji o dowolnym kierunku
(trzy sktadowe reakcji)

f) podwieszenie na ciegnach,
podparcie przegubowe

sita reakcji dziata wzdtuz ciegna
lub niewazkiego preta




@M 1.7. Aksjomaty statyki

Aksjomaty - postulaty, ktorych sie nie dowodzi, przyjmowane jako pewnik.

R

1) Dwie sity rownowaza sie wzajemnie jesli majg
jednakowe wartosci (moduty), dziatajag wzdiuz
jednego kierunku i majq przeciwne zwroty.

2) Dziatanie uktadu sit dziatajgcych na ciato nie ulegnie
zmianie, jezeli dodamy do niego lub odejmiemy od
niego uktad sit rownowazny zeru.

3) Wypadkowa dwoéch sit przechodzi przez punkt ich
przeciecia i wyraza sie diugoscia przekatnej
rownolegtoboku zbudowanego na tych sitach (jest
wektorowg sumg sit sktadowych).




L@’J} 1.7. Aksjomaty statyki

4) Wszelkiemu dziataniu sity odpowiada rowne i
przeciwne skierowane przeciwdziatanie.

5) Rownowaga ciata odksztaicalnego nie zostanie

‘9
naruszana jezeli ciato to stanie sie ciatem sztywnym. Q) *

6) Ciato nieswobodne mozemy traktowac jak ciato
swobodne jezeli myslowo uwolnili sie je od wiezéw,
zastepujgc ich dziatanie odpowiednimi reakcjami.
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mJJ 1.8. Srodkowy uklad sit (zbiezny ukiad sil)

Srodkowy ukiad sit (zbiezny ukiad sit) - uktad sit ktérych linie dziatania

przecinajq sie w jednym punkcie.

Redukcja srodkowego ukiadu sit: srodkowy uktad sit mozna zastgpi¢ dziataniem
jednej sity wypadkowej - wektora gtownego - bedacego suma wszystkich sit
dziatajacych na ciato, przyczepionego w punkcie przeciecia ich kierunkéw dziatania.

— ~ o ﬁ
P, ~~Fa

\




lllmm 1.9. Srodkowy uklad sit - warunki réwnowagi
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Redukcja srodkowego uktadu sit:

2 W

¢

~|

2

n
Warunki rownowagi srodkowego uktadu sit: W= zﬁi
=

a) w zapisie wektorowym: ‘

n Zbiezny uktad sit jest w rownowadze, gdy
wW=0 = szﬁ_ =0 wielobok sit dziatajgcych na ciato jest
L wielobokiem zamknietym (wektor gtdowny jest

i=1 rowny zero)

b) w ujeciu analitycznym:

Warunki [ n
rownowagi | Wx= ) Pix=
n . i=1
_ _ ptaskiego - n
w = Z P,=0 = srodkowego | w. = P.. =
: uktadu sit v =1




M“UJ 1.9. Srodkowy uktad sit — warunki réownowagi
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Przyktad 2.1:

»
Obliczy¢ naciagi w linkach AB i AC, jezeli w B
punkcie A podwieszono ciezar G. SaB

e e

Dane: Szukane: /
G = 400 N Saer Sac oA 5 N
Metoda grafo-analityczna: :P_

G

Sig =G -cosa = 400-cos%= 200v3 N

Sic = G-sina:400-sin%: 200 N




M“UJ 1.9. Srodkowy uktad sit — warunki réownowagi
AGH

Przyktad 2.1:

»
Obliczy¢ naciagi w linkach AB i AC, jezeli w B
punkcie A podwieszono ciezar G. SaB

Dane: Szukane: /
G = 400 N Sas Sac 02/5
o = 30°

e e

Metoda analityczna:
i n
z P, =0 = Sacx —Sapx=0
i=1
n

z Piy =0 = SACy +SABy —-G=0
i=1

sina

= Sac =SaB" =S " tg

Saccosa—Sugsina =0 cosa

Sacsina + Sygrcosa—G =0
‘1’ G G-cosa

Sap COSA + Sy tga-sina—G =0 = |45 =cosa+tga-sino:=coszor+sin2a

=G cosua

sin a

Sap =200V/3 N > Sac = Sap

cos o

:SAB tga =200 N




mnm 1.10. érodkowy ukiad sit — twierdzenie o trzech sitach
AGH

Twierdzenie o trzech sitach:

Uktad trzech sit jest w rownowadze jezeli kierunki dziatania tych sit przecinaja sie w
jednym punkcie (sity tworza ukiad zbiezny) oraz wielobok utworzony z tych sit jest
wielobokiem zamknietym.

Przyktady:

Uktad sit réwnowazgcych sie pod Uktad Sit nie mogacy sie
warunkiem: rownowazy¢, nawet jesli:
W=F{+F,+F3=0 W=F{+F,+F3=0



mmﬂ 1.10. érodkowy ukiad sit — twierdzenie o trzech sitach
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Twierdzenie o trzech sitach:

Uktad trzech sit jest w rownowadze jezeli kierunki dziatania tych sit przecinaja sie w

jednym punkcie (sity tworza ukiad zbiezny) oraz wielobok utworzony z tych sit jest
wielobokiem zamknietym.

Dowaod:

Aksjomat 3: Wypadkowa dwédch sit przechodzi przez punkt ich przeciecia i wyraza sie

dtugoscig przekatnej rownolegtoboku zbudowanego na tych sitach.

Aksjomat 1: Dwie sity rédwnowazg sie wzajemnie jesli majg jednakowe wartosci

(moduty), dziatajg wzdtuz jednego kierunku i majg przeciwne zwroty.
3y



M“UJ 1.10. érodkowy ukiad sit — twierdzenie o trzech sitach
AGH

Przyktad 2.2:

Obliczy¢ reakcje w tozyskach A i B konstrukcji
jak na rysunku.

Dane: Szukane:

P =13 kN R, Ry

b=75cm

h =130 cm Z twierdzenia o trzech sitach:
a = 30°

b 75
a = arctg (E) = arctg (ﬁ) ~ 30°

Metoda grafo-analityczna:

”EB EB / 7
- - P P 13 263
R, = —+— = == =22~ 15kN

cosa cos 30°

2

~|

R, RB=RA-sina=%§-O,5z7,5 kN




M“UJ 1.10. érodkowy ukiad sit — twierdzenie o trzech sitach
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Przyktad 2.2:
Obliczy¢ reakcje w tozyskach A i B konstrukcji

jak na rysunku.

Dane: Szukane:

P =13 kN R, Rg

b =75cm

h =130 cm Z twierdzenia o trzech sitach:
a = 30°

b 75
a = arctg 7 = arctg 130 ~ 30°

Metoda analityczna:

i n
z P,=0 = —Rp+R4 =0
i=1

n
2 P,=0 = —P+Ryy=0 = —P+Ry-cosa=0
=1

P 13 13 26V3
= 47 cosa cosa 3 3
2
263

—Rg + Ry =0 = RB=RA-sina=T-O,5z7,5 kN



